
第五章第五章 平面等参元平面等参元

三角形单元：

简单、能较好拟合边界复杂
精度较低

四边形单元四边形单元

正方形，矩形，四边形正方形，矩形，四边形

之之 三三 续续



5.1     5.1     矩形双线性单元矩形双线性单元
1) 1) 自然坐标自然坐标

22bb

22aa

2 2 

2 2 

图示矩形单元，设图示矩形单元，设ξξ=x/a=x/a，，
ηη==y/by/b，则转换成正则单元。，则转换成正则单元。
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2) 2) 形函数形函数

由形函数的性质“本点由形函数的性质“本点11，，它点零”它点零”，利用试凑法，利用试凑法

可设：可设： NN11=a=a（（11-- ξξ)(1)(1-- ηη））它满足“它点零条件”它满足“它点零条件”。。
再令本点为再令本点为11，可得，可得aa =1/4=1/4，代回可的形函数，代回可的形函数NN11 。。

同理可得：同理可得： NNii==1/4(1+1/4(1+ξξ00)(1+)(1+ηη00)      ()      (ii=1,2,3,4)=1,2,3,4)。。
式中式中 ξξ0 0 = = ξξξξi    i    ；；ηη 00==ηη ηηi  i  。。

请大家验证请大家验证NNii是否满足形函数性质。是否满足形函数性质。



3) 3) 位移模式位移模式

u=u=ΣΣNNiiuuii ；； v=v=ΣΣNNiivvii
或以矩阵表示为或以矩阵表示为
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应变应变

}{][}{ dA T=ε

}]{[][}{][}{ aNAdA TT ==ε

}]{[}{ aB=ε
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结点力结点力
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用虚功原理导出单元刚度矩阵用虚功原理导出单元刚度矩阵

4) 4) 单元刚度矩阵单元刚度矩阵

设有虚位移设有虚位移{a*}{a*}，对应的应变为，对应的应变为{{εε*}=[*}=[B]{aB]{a*}*}，，
则：则：

外力虚功外力虚功==虚应变能虚应变能
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55）组装单元刚度阵）组装单元刚度阵

}{}]{[ FaK =
66）引入边界条件，解方程）引入边界条件，解方程

∑= kK



7) 7) 关于计算结果关于计算结果

位移结果比应力、内力结果精度高。位移结果比应力、内力结果精度高。

由几何方程求应变，再由物理方程求应力，由几何方程求应变，再由物理方程求应力，
结果精度较差。结果精度较差。

应力在各个单元上是不连续的。应力在各个单元上是不连续的。



以交于同一结点各单元此结点处某应力分

量的代数平均值，作为此结点实际应力的近似
值。

绕结点平均法绕结点平均法

对应力的处理方法：对应力的处理方法：



5.2   5.2   四边形等参单元四边形等参单元

44结点等参元结点等参元

22
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3 3 4 4 
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y y ξξ

ηη
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子单元（等参元）子单元（等参元） 母单元母单元



1 1 单元描述单元描述

母单元形状都是正方形，用自然坐标（母单元形状都是正方形，用自然坐标（ξξ，，
ηη）表示，形函数为）表示，形函数为 NNii((ξξ，，ηη))

四边形单元用整体坐标（四边形单元用整体坐标（x,yx,y))表示，设表示，设 i i 点点
的坐标为：的坐标为：((xxii,,yyii))，，

x=x=ΣΣNNiixxii ；； y=y=ΣΣNNiiyyii

确定了四边形单元的形状确定了四边形单元的形状



由上述转换公式可看出：由上述转换公式可看出：

1) 1) 母单元正交坐标线映射后成为图示子单元斜母单元正交坐标线映射后成为图示子单元斜

角坐标线。仍为直线。角坐标线。仍为直线。

2) 2) 也可认为子单元有两套坐标系：整体也可认为子单元有两套坐标系：整体xx,,yy坐坐
标，和局部标，和局部ξξ,,ηη坐标。坐标。ξξ,,ηη坐标又是母单元正交坐标又是母单元正交

坐标。坐标。

4) 4) 规则母单元可映射出任意四边形单元。规则母单元可映射出任意四边形单元。

5) 5) 相邻单元映射后仍然连续相邻单元映射后仍然连续
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y y ξξ
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2 2 单元位移模式单元位移模式

设设 i i 点的位移为：点的位移为：((uuii,,vvii))，，

则单元位移场为则单元位移场为 u=u=ΣΣNNiiuuii ；；v=v=ΣΣNNiivvii

用矩阵表示为用矩阵表示为

{ } [ ]{ }eaNd =



等参元的概念：等参元的概念：

单元的坐标插值和位移插值使用相同的单元的坐标插值和位移插值使用相同的

节点和形函数。节点和形函数。

另外还有：亚参元和超参元另外还有：亚参元和超参元



3 3 坐标系间的转换关系坐标系间的转换关系

由复合函数求导数的规则可得由复合函数求导数的规则可得

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂
∂
∂

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂
∂
∂

y

x
yx

yx

ηη

ξξ

η

ξ

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

ηη

ξξ
yx

yx

J [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=−

yy

xxJ ηξ

ηξ
1

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂
∂
∂

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂
∂
∂

η

ξ
ηξ

ηξ

yy

xx

y

x



[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

−

∂
∂

−
∂
∂

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=−

ξη

ξη
ηξ

ηξ

xx

yy

J
yy

xxJ 11



}]{[}{ aB=ε

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

4

4

321

321

0
0

000
000

0

0

][

N
N

NNN
NNN

xy

y

x

B

4 4 应变应变



5  5  应力应力

{ } [ ]{ } [ ]{ }eaSD == εσ

6 6 单元总势能单元总势能

{ } { }∫∫∫∫∫ −=∏
pS

T

Ve

T dSPddV}{}{
2
1 σε



{ }eee Fak =}{][
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8  8  积分的计算积分的计算

单元刚度矩阵和等效节点荷载中的积分单元刚度矩阵和等效节点荷载中的积分
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用试凑法用试凑法NN11可设为：可设为：NN11==aa(1(1--ξξ)(1)(1--ηη)(1+)(1+ξξ++ηη))；；
它能自动满足它点为零。本点为它能自动满足它点为零。本点为11得：得：

a=a=--1/41/4

同理可得角结点同理可得角结点NNii通式为：通式为：

NNii==--1/4(1+1/4(1+ξξ00)(1+)(1+ηη 00)(1)(1--ξξ 00 --ηη 00)       ()       (ii=1,2,3,4).=1,2,3,4).
式中式中ξξ0 0 = = ξξξξII;;ηη 00==ηη ηηi  i  ..

5.3 5.3 其他等参元其他等参元

1) 1) 八结点等参元（矩形族）八结点等参元（矩形族）

用试凑法用试凑法NN55可设为：可设为：NN55==aa(1(1--ξξ22)(1)(1--ηη) ) ；；
它能自动满足它点为零，本点为它能自动满足它点为零，本点为11得：得：a=a=1/21/2



同理可得边中点同理可得边中点NNii通式为：通式为：

NN5,75,7=1/2(1=1/2(1--ξξ22)(1+)(1+ηη00))
NN6,86,8=1/2(1=1/2(1--ηη22)(1+)(1+ξξ00))

母单元母单元

x x 

y y ξξ

ηη
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子单元（等参元）子单元（等参元）
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2) 2) 六结点六结点((三角形族三角形族))

11
33 11

22

11

44

5566
LL11==ξξ

LL22==ηη

33 11

22

44

5566

ξξ

ηη

xx

yy

设设NN11==aaξξ((ξξ--1/2)1/2)；它满；它满

足它点为零条件，为使本足它点为零条件，为使本
点为点为11，可得，可得a a =2=2。同理。同理

可得可得
NNii==LLii(2(2LLii--1)        (1)        (i=i=1,2,3)1,2,3)
设设NN44==aLaL11LL33；它满足；它满足

它点为零条件，为使本它点为零条件，为使本
点为点为11，可得，可得a a =4=4。。

NN44=4=4LL11LL33
NN55=4=4LL22LL11
NN66=4=4LL33LL22



3) 3) 常用的两族单元常用的两族单元
矩形：四、八、十二结点等参元矩形：四、八、十二结点等参元
三角形：三、六、九结点等参元三角形：三、六、九结点等参元
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4 4 单元描述和位移模式单元描述和位移模式

1) 1) 单元描述单元描述 2) 2) 位移模式位移模式

[ ] [ ] [ ][ ]TTT
1 ne xxx ⋅⋅⋅=

[ ] [ ] [ ][ ]edNvud == T

[ ] [ ] [ ][ ]TTT
1 ne ddd ⋅⋅⋅=

[ ] [ ] [ ][ ]exNyxx == T



6 6 等参元单元分析等参元单元分析
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1) 1) 应变矩阵应变矩阵
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2) 2) 应力矩阵应力矩阵

[ ]D弹性矩阵：

[ ] [ ][ ] [ ][ ]edSD == εσ

3) 3) 单元应变能单元应变能
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tU dA
2
1 T εσ



4) 4) 单元外力势能单元外力势能

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]eA lebf dNtFNFtP
ij ⎭⎬

⎫
⎩⎨
⎧ −−−= ∫ ∫ ds)(dA TTT φ



5) 5) dAdA、、dsds 的计算的计算

为用虚位移原理推导为用虚位移原理推导

单元刚度方程，必须解决单元刚度方程，必须解决
dAdA、、dsds 的计算。的计算。

母单元规则微元体母单元规则微元体ddξξddηη
映射后变成图示（曲边）映射后变成图示（曲边）
四边形。四边形。
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如图示，此微面积为如图示，此微面积为
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坐标的积分上下限均为坐标的积分上下限均为--11，，11。。
沿边线的积分（沿边线的积分（ ηη==11为例）为例）
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一般情况见一般情况见 P.72  P.72  式式(3,6(3,6--23)23)。。
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有了上述结果，经虚位移原理或势能原理即有了上述结果，经虚位移原理或势能原理即
可推得式可推得式(3,6(3,6--24)~(3,624)~(3,6--26)26)单元刚度和等效荷载单元刚度和等效荷载

结果。结果。

7 7 数值积分数值积分
三角形和矩形单元可以写出刚度显式表达式，但三角形和矩形单元可以写出刚度显式表达式，但

对于等参元，由于两套坐标的转换，导致刚度、荷载对于等参元，由于两套坐标的转换，导致刚度、荷载
的被积表达式十分复杂，一般不可能积出显式结果。的被积表达式十分复杂，一般不可能积出显式结果。
只能用数值积分由程序来得到。只能用数值积分由程序来得到。

目前常用的是高斯积分（矩形族）和哈默尔积分目前常用的是高斯积分（矩形族）和哈默尔积分

（三角形族）。它们的积分点位置、加权系数等见表（三角形族）。它们的积分点位置、加权系数等见表
33--11、、33--22（（P.74~76)P.74~76)。。

其积分公式见式（其积分公式见式（3,63,6--4040）、（）、（3,63,6--4141）。）。



8 8 作等参元分析时应注意的问题作等参元分析时应注意的问题

等参元分析中要用等参元分析中要用detdet[[JJ]]--11，，可见雅可比行列式等于可见雅可比行列式等于

零将导致刚度矩阵等无法积分，使分析失效。因此要零将导致刚度矩阵等无法积分，使分析失效。因此要
避免以下可能使避免以下可能使detdet[[JJ]=0]=0的情况：的情况：
1) 1) 子单元边界不能过于扭曲。子单元边界不能过于扭曲。
2) 2) 矩形子单元不能退化成三角形。矩形子单元不能退化成三角形。
3) 3) 子单元角顶处单元边线切线角角不能等于子单元角顶处单元边线切线角角不能等于18018000。。
上述情况如上述情况如 P.81 P.81 图图33--39 39 示意。示意。

此外此外,,子单元边界上结点应尽可能是或接近等分点子单元边界上结点应尽可能是或接近等分点

，避免产生奇异单元。，避免产生奇异单元。
可能情况下应采用直边子单元，这样可使雅可比可能情况下应采用直边子单元，这样可使雅可比

矩阵简单，提高计算效率。矩阵简单，提高计算效率。



9 9 离散化时应注意的问题离散化时应注意的问题

除对等参元应注意上述问题外，任何有限元分析除对等参元应注意上述问题外，任何有限元分析

都还应注意以下几点：都还应注意以下几点：

1) 1) 相互邻接的单元大小应尽可能均匀。相互邻接的单元大小应尽可能均匀。

2) 2) 单元最大尺寸与最小尺寸之比应尽可能接近一，最单元最大尺寸与最小尺寸之比应尽可能接近一，最

多不应大于二。多不应大于二。

3) 3) 应合理编码，使单元结点间的整体编号差值最小。应合理编码，使单元结点间的整体编号差值最小。

4) 4) 应尽可能使各界点的单元数目相同应尽可能使各界点的单元数目相同,,如如 P.82 P.82 图图3,63,6--
4242左图示意左图示意..



第六章第六章 平面问题三角形程序平面问题三角形程序

1) 1) 程序功能程序功能
本程序可用三角形单元计算平面问题。包括平本程序可用三角形单元计算平面问题。包括平

面应力、平面应变和平面轴对称问题。面应力、平面应变和平面轴对称问题。

本程序为了减少计算数据的准备，对规则问题本程序为了减少计算数据的准备，对规则问题

具有做、单元结点编码等自动生成功能。具有做、单元结点编码等自动生成功能。

本程序为本程序为FortranFortran源代码程序，可自行修改，源代码程序，可自行修改，

例如：增加功能，改进界面等。例如：增加功能，改进界面等。



22）程序数据文件说明）程序数据文件说明

22--11）基本数据）基本数据

单元总数，结点总数，问题标志，单元总数，结点总数，问题标志，
结点位移数，单元结点数，结点位移数，单元结点数，
单元与结点编码，约束位移码数，最大半带宽，单元与结点编码，约束位移码数，最大半带宽，
结点的坐标，约束标志，结点的坐标，约束标志，
弹性常数，厚度。弹性常数，厚度。

本程序可以用来计算如墙梁、剪力墙（可以本程序可以用来计算如墙梁、剪力墙（可以

带孔洞）等结构。带孔洞）等结构。



22--2) 2) 结点坐标结点坐标

如果形状不规则：如果形状不规则：按结点号顺序读入全部结按结点号顺序读入全部结

点的坐标值。点的坐标值。
如果形状规则且无孔：如果形状规则且无孔： XX方向单元数，方向单元数，YY方方

向单元数，向单元数，XX方向单元长度，方向单元长度， YY方向单元长度方向单元长度

。。
如果形状规则且有孔：如果形状规则且有孔：

控制结点数，生成结点类数。控制结点数，生成结点类数。
结点号，结点号，XX，，YY
起点号，终点号，生成的点数，相邻点号差起点号，终点号，生成的点数，相邻点号差

值，值，“相邻两点间距”。“相邻两点间距”。



22--33）读入结点荷载值）读入结点荷载值

有荷载的结点数有荷载的结点数
结点号，结点号，XX方向荷载值方向荷载值，，YY方向荷载值。方向荷载值。

22--44）单元的整体结点码）单元的整体结点码



框图说明及总框图

输入结构控制参数

开始

输入其他数据

形成整体刚度矩阵

形成结点载荷向量

引入支撑条件
解方程，输出位移 求内力，输出内力

单元刚度矩阵 求弹性局阵

单元面积 位移--应变矩阵

结束

1

6

7

8 10

2

3

4

5

9



框图设计
开始

输入：结点总数NJ,单元总数NE,
约束结点数NS,结点载荷数NPJ,

问题类型码IPS

位移分量总数 NJ2        NJ*2

NPJ1         NPJ

NPJ=0?

依次调用子程序1，6，7，8，9，10 结束

NPJ      1

是

否



程序说明

NPJI--结点荷载信息1 程序标识符说明

（1）整体变量

NE---单元总数

NJ---结点总数

NS---支撑结点数

NPJ--有荷载作用的结
点数IP---平面问题类

型数码

IPS=0 平面应力问题

IPS=1 平面应变问题

NJ2--位移分量总数，
NJ2=NJ*2

NW--半带宽

IE--单元序号

（2）实型变量

E---弹性模量

PR--泊松比

T--单元厚度

V--材料容重

AE--单元面积



SGX,SGY,TXY---应力分量

ASG,RSG---平面应力，应力圆半径

SGMA,SGMI---最大与最小主应力

CETA---主平面角
（3） 整型数组

LND(N E,3)---单元结点数码组

JR（N S，3）--支撑结点数组

（4）实型数组

X(N E),Y(N E)--结点坐标数组

PJ(N P J,3)--结点载荷数组

D(3,3)--弹性矩阵[D]

B(3,6)--位移--应变转换矩阵

S(3,6)--应力--位移转换矩阵

ST(3)--单元应力数组

DE(6)--单元结点位移向量

KE(6,6)--单元刚度矩阵

KS(N J 2,N W)--整体刚度矩阵（半带贮存）

P(N J 2)--载荷向量，后存放结点位移


