
第三章第三章 平面刚架的有限元平面刚架的有限元



主要内容主要内容::

了解有限元的基本概念了解有限元的基本概念,,掌握求解局部掌握求解局部
坐标系下的单元刚度矩阵坐标系下的单元刚度矩阵,,公共坐标系公共坐标系

的单元刚度矩阵以及公共坐标系的整的单元刚度矩阵以及公共坐标系的整
体刚度矩阵体刚度矩阵..



第三章第三章 平面刚架的有限元平面刚架的有限元
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§§3.13.1单元刚度矩阵单元刚度矩阵((局部坐标系局部坐标系))
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杆端力杆端力 { }( )e
F { }( )e

a杆端位移杆端位移与与 的关系：的关系：
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{ }( ) [ ]( ){ }( )eee
akF =

中每个元素代表由单位结点位中每个元素代表由单位结点位
移而引起的杆端力移而引起的杆端力

jj——在在jj点有单位位移点有单位位移

ii——jj点单位位移在点单位位移在ii点产生的杆端力点产生的杆端力

（作用效果）（作用效果）

（作用点）（作用点）
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FTF =
[T][T]——坐标转换矩阵坐标转换矩阵
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aTa =

[ ] [ ] 1−= TT ——[T][T]为正交矩阵为正交矩阵

{ }( ) [ ]( ){ }( )eee akF =

[ ]( ) [ ] [ ]( )[ ]TkTk
eTe =

{ }( ) [ ] { }( )eTe FTF =
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FTF =

[ ] [ ] 1−= TT T



[ ]( )e
k [ ]( )ek 的性质：的性质：和和

(1)(1)对称性：对称性：

(2)(2)奇异性：奇异性：

(3)(3)分块性：分块性：

[ ] [ ] 0)()(
== ee

kk



§§3.23.2整体刚度矩阵整体刚度矩阵
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[ ]ijK 的意义的意义::
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[K][K]的特性的特性::
(1)(1)主子块主子块,,副子块副子块

(2)(2)相关结点相关结点,,相关单元相关单元 P38, P39P38, P39
(3)[K](3)[K]的性质的性质



§§3.33.3支承条件的引入支承条件的引入

a.a.位移为零位移为零,,如如 0=iu

[K][K]和和{F}{F}进行修改进行修改::

{ } [ ] { }aKP ∗∗ =

[K][K]中与已知位移对应的位置中与已知位移对应的位置::主对主对
角线的元素改为角线的元素改为1,1,其它元素改为其它元素改为00

{F}{F}中与位移对应的元素改中与位移对应的元素改00



b.b.位移不为零位移不为零,,如如
∗= ii uu

[K][K]和和{F}{F}进行修改进行修改::

{ } [ ] { }aKP ∗∗ =

[K][K]中与已知位移对应的位置中与已知位移对应的位置::主对角主对角
线的元素乘一大数线的元素乘一大数A,A,其它元素不变其它元素不变..

{F}{F}中对应的元素改为中对应的元素改为AA乘乘[K][K]中主中主

对角线的元素再乘对角线的元素再乘
∗
iu



§§3.4 3.4 非结点荷载的处理非结点荷载的处理

qq

pp
2.2.在公共坐标系下求等效荷载在公共坐标系下求等效荷载

1.1.在局部坐标系下求固端力在局部坐标系下求固端力

3.3.求整体刚架的等效荷载求整体刚架的等效荷载

例题例题:P48:P48

{ } { } { }dPPP += 0
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{ } [ ]{ }aKF =在整体坐标下在整体坐标下

{ } { } { }dPPP += 0 [ ] )(ek
在局部坐标下在局部坐标下

{ } [ ] { } )(

0
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eTe FTP −= [ ]( ) [ ] [ ]( )[ ]TkTk
eTe =

总码总码 局部码局部码
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eeee
FakF +=

可得：可得：

引入边界条件：引入边界条件：{ } [ ] { }aKP ∗∗ =

{ }a
{ }
( )

[ ]{ }
( )ee

aTa =



作业：作业：

P 50.  3P 50.  3--8 , 38 , 3--10 , 310 , 3--13 13 



FORTRAN77FORTRAN77概述概述

它是只有一个主程序若干个子程序组成它是只有一个主程序若干个子程序组成

1.1.标号区标号区

2.2.续行区续行区

3.3.语句区语句区

4.4.标识区标识区

补充内容：补充内容：



1.1.注释行注释行

2.2.起始行起始行

3.3.继续行继续行

4.4.结束行结束行

主程序主程序::

子程序子程序::

注意注意::



试用版试用版
北京工业大学北京工业大学

SMICAISMICAI课题组课题组

§§3.6 3.6 杆系结构静力分析程序杆系结构静力分析程序



§§3.6 3.6 杆系结构静力分析程序杆系结构静力分析程序

本程序可作以下结构计算本程序可作以下结构计算::

平面和空间桁架计算平面和空间桁架计算((网架视作空间桁架网架视作空间桁架))

平面和空间刚架计算平面和空间刚架计算

高和不等高三铰拱计算高和不等高三铰拱计算

各种组合结构计算各种组合结构计算

多跨梁多跨梁((静定、超静定）计算静定、超静定）计算



§§3.7 3.7 程序调试中关键变量的程序调试中关键变量的
速算方法速算方法

2.7.1 2.7.1 总刚度矩阵元素的确定总刚度矩阵元素的确定

1) 1) 总刚度矩阵元素的物理意义总刚度矩阵元素的物理意义
[ ][ ] [ ]RK =Δ整体刚度方程为整体刚度方程为

如果如果 ，则可见，则可见[ ] [ ]T010 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=Δ
nj ⋅⋅⋅⋅⋅⋅1

总刚度矩阵元素总刚度矩阵元素 的物理意义为：当且仅当的物理意义为：当且仅当
时，在时，在 处所需施加对应于处所需施加对应于 的广义力。或理解的广义力。或理解
为：当且仅当为：当且仅当 时，在限制时，在限制 位移的约束上位移的约束上
所产生的约束反力。所产生的约束反力。

ijK 1=jΔ
iΔ iΔ

1=jΔ iΔ



§§3.7 3.7 程序调试中关键变量的程序调试中关键变量的
速算方法速算方法

2) 2) 指定指定总刚度矩阵元素的速算方法总刚度矩阵元素的速算方法

ijK根据总刚元素根据总刚元素 的物理意义，令仅仅产生的物理意义，令仅仅产生 , , 
利用位移法中的形常数作弯矩图，象位移法一样即利用位移法中的形常数作弯矩图，象位移法一样即
可求得指定总刚元素值，为校核总刚集成的正确性可求得指定总刚元素值，为校核总刚集成的正确性
提供测试数据。提供测试数据。

1=jΔ

注意：（注意：（11）要牢记总刚元素的物理意义。）要牢记总刚元素的物理意义。
（（22）仅仅产生）仅仅产生 。。
（（33）实质上这里纯粹是用位移法来求解。）实质上这里纯粹是用位移法来求解。

1=jΔ



§§3.7 3.7 程序调试中关键变量的程序调试中关键变量的
速算方法速算方法

2.7.2 2.7.2 综合等效荷载元素的确定综合等效荷载元素的确定

1) 1) 综合等效荷载元素的组成综合等效荷载元素的组成

[ ] [ ] [ ]eqd PPR +=综合等效荷载为综合等效荷载为

也即，它由直接结点荷载和等效结点荷载组成。也即，它由直接结点荷载和等效结点荷载组成。

2) 2) 综合等效荷载元素的确定综合等效荷载元素的确定

直接结点荷载只需将外荷载坐标方向投影即可，直接结点荷载只需将外荷载坐标方向投影即可，

因此关键是确定等效结点荷载。因此关键是确定等效结点荷载。

由前所知，单元刚度方程和象位移法用由前所知，单元刚度方程和象位移法用
叠加所得力叠加所得力--位移关系（转角位移方程）一样，因此位移关系（转角位移方程）一样，因此



§§3.7 3.7 程序调试中关键变量的程序调试中关键变量的
速算方法速算方法

只要熟记载常数，即可将单元荷载转化为单元等效只要熟记载常数，即可将单元荷载转化为单元等效

结点荷载，再经过往坐标方向的投影，即可获得作结点荷载，再经过往坐标方向的投影，即可获得作

用在结点的用在结点的 元素。由此和直接结点荷载相加元素。由此和直接结点荷载相加

即得到需求的综合等效荷载元素。即得到需求的综合等效荷载元素。

[ ]eqP

注意：（注意：（11））坐标正向的“荷载”为正。坐标正向的“荷载”为正。
（（22）建议先按载常数确定固端力的实际方向和数值）建议先按载常数确定固端力的实际方向和数值,,
然后反方向得到等效荷载实际方向然后反方向得到等效荷载实际方向((局部坐标方向局部坐标方向))。。
（（33）将所有单元荷载的等效荷载作用到结点，同时）将所有单元荷载的等效荷载作用到结点，同时

考虑直接结点荷载（斜杆需投影）即可得需求值。考虑直接结点荷载（斜杆需投影）即可得需求值。



§§3.7 3.7 程序调试中关键变量的程序调试中关键变量的
速算方法速算方法

2.7.3 2.7.3 单元杆端内力元素的确定单元杆端内力元素的确定

1) 1) 单元杆端位移的确定单元杆端位移的确定

[ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ]G
FakPakF +=−=

整体刚度方程求解结果，所得到的是整体坐标下整体刚度方程求解结果，所得到的是整体坐标下
的结点位移，为求单元杆端内力，需作两件事：的结点位移，为求单元杆端内力，需作两件事：

从整体位移矩阵中根据定位向量驱除单元位移；从整体位移矩阵中根据定位向量驱除单元位移；
将整体坐标的位移往单元局部坐标方向投影。将整体坐标的位移往单元局部坐标方向投影。

这样即可获得单元局部坐标下的单元杆端位移。这样即可获得单元局部坐标下的单元杆端位移。

2) 2) 由单元刚度方程来求由单元刚度方程来求
“固端力”“固端力”



§§2.7 2.7 程序调试中关键变量的程序调试中关键变量的
速算方法速算方法

如果只需求某指定内力，实际并不需要作整个矩如果只需求某指定内力，实际并不需要作整个矩
阵乘。阵乘。

按杆端力方程求要作矩阵运算，为避免它，可在按杆端力方程求要作矩阵运算，为避免它，可在

获得局部坐标位移后，利用形、载常数通过叠加来获得局部坐标位移后，利用形、载常数通过叠加来
得到某指定内力值。得到某指定内力值。

3) 3) 由形、载常数叠加来求由形、载常数叠加来求

注意：（注意：（11）如果要求整体坐标下的内力该怎麽）如果要求整体坐标下的内力该怎麽

办？办？
（（22））“固端力”符号规定和位移法有区别。“固端力”符号规定和位移法有区别。
（（33）建议用叠加法求。）建议用叠加法求。

可以暂时不讲可以暂时不讲



3.8 3.8 几点重要说明几点重要说明
（（11））本章方法、思路具有普遍性。本章方法、思路具有普遍性。特别是整体分析特别是整体分析

，其方法、结论，其方法、结论完全适用于其他有限元分析完全适用于其他有限元分析。。

（（22）为用有限元分析实际结构，首先要做）为用有限元分析实际结构，首先要做离散化离散化：：

建立两套坐标、确定结点、单元、位移编号。此时建立两套坐标、确定结点、单元、位移编号。此时
要注意尽可能使半带宽最小。要注意尽可能使半带宽最小。
（（33）有限元分析的关键问题是：建立合适的位移模）有限元分析的关键问题是：建立合适的位移模

式。对一般问题可用式。对一般问题可用广义坐标法广义坐标法或或试凑法试凑法。对杆系。对杆系
问题也可由挠曲线微分方程积分得到形函数。问题也可由挠曲线微分方程积分得到形函数。
（（44）可用虚位移原理或势能原理进行单元分析。）可用虚位移原理或势能原理进行单元分析。

（（55）可用虚位移原理或势能原理进行整体分析）可用虚位移原理或势能原理进行整体分析..结结
论是：整体刚度矩阵、综合等效荷载可按定位向量论是：整体刚度矩阵、综合等效荷载可按定位向量
由单元集装得到。由单元集装得到。“综合“综合==直接直接++等效”。等效”。实质是结实质是结

点平衡点平衡。。
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