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本课件包括五部分：本课件包括五部分：
一、绪论一、绪论

第一章第一章 绪论绪论
二、弹性力学基础

第二章 基本概念与假设
第三章 平面问题的基本理论

三、有限元理论及程序
第四章 有限元法的基本概念
第五章 等参元
第六章 三角形单元计算机程序

四、有限元的扩展
五、应用



三、有限元法的理论及程序三、有限元法的理论及程序
(16(16课时课时))

第四章第四章 有限元法的基本概念有限元法的基本概念
第五章第五章 等参元等参元
第六章第六章 三角形单元计算机程序三角形单元计算机程序



第四章第四章 有限元法的基本概念有限元法的基本概念

4.1  弹性力学问题的离散化

4.2  4.2  有限元的分析过程有限元的分析过程

4.4  4.4  解答的收敛性准则解答的收敛性准则

4.3  单元分析

4.5  4.5  单元刚度阵的另一推导单元刚度阵的另一推导

4.6     4.6     整体分析整体分析

4.7  4.7  边界条件的引入边界条件的引入



4.1弹性力学问题的离散化

单元, 结点





离散化 单元分析 整体分析

单元内位移,应变,应力

用结点位移表示

单元拼加

边界条件

求解
单元刚度阵

4.2  4.2  有限元的分析过程有限元的分析过程



4.3  单元分析

常应变三角形单元

单元分析的步骤如下：

节点位移
（1）

内部位移
（2）

应变
（3）

应力
（4）

节点力

单元分析





1.结点位移(结点变量)

1(u1,v1)

2(u2,v2)

3(u3,v3)
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单元位移模式

结点力
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引入面积坐标
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4.4  4.4  解答的收敛性准则解答的收敛性准则

1) 1) 位移模式（也称位移函数）必须包含刚体位位移模式（也称位移函数）必须包含刚体位

移。移。

2) 2) 位移模式必须包含常应变位移。位移模式必须包含常应变位移。

3) 3) 位移模式必须保证单元间位移协调。位移模式必须保证单元间位移协调。

1)1)、、2) 2) 对平面问题也即要求具有常数项和对平面问题也即要求具有常数项和

坐标一次项，坐标一次项，这称作“完备性准则”。这称作“完备性准则”。

3) 3) 称作“称作“协调性协调性准则”。准则”。既完备又协调的既完备又协调的

单元一定是收敛的。但不等于说非协调单元一单元一定是收敛的。但不等于说非协调单元一
定不收敛。定不收敛。
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形函数的性质形函数的性质
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应变应变

}{][}{ dA T=ε
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由虚功原理由虚功原理::
在一个平衡状态（在一个平衡状态（u,        ), u,        ), 
设有虚位移设有虚位移{a*}{a*}，对应的应变为，对应的应变为{{εε*}=[*}=[B]{aB]{a*}*}，，
则：则：

结点力结点力
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作业：作业：
计算单元刚度阵计算单元刚度阵
P167P167
77--1,1,
77--33



4.5  4.5  单元刚度阵的另一推导单元刚度阵的另一推导

∫∫∫∫∫∫∫∫ −−=Π
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T dSuTdVuTdVεσ

总势能：总势能：

}{}{}]{][[][}{
2
1 FataBDBa TTT −Δ=Π

不计体力：不计体力：



由最小势能原理：由最小势能原理：
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离散化 单元分析 整体分析

单元内位移,应变,应力

用结点位移表示

单元拼加

边界条件

求解
单元刚度阵

4.6     4.6     整体分析整体分析



整体分析的步骤

建立整体
刚度矩阵

引入支
承条件

解方程
求位移

求应力



总体刚度阵的形成：总体刚度阵的形成：

11

22 33

44
55

66

11

22

33

44



111

3

3

2

2

1

1

3

3

2

2

1

1

}{}{][, Fak

V
U
V
U
V
U

v
u
v
u
v
u

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

11

3

3

2

2

1

1

6

4

3

3

2

2

1

1

}ˆ{}{][,

0
..

00000000
................
0..
0..
0..
0..
0..
0..

FaK

V
U
V
U
V
U

v
u
v
u
v
u
v
u

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

=

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡



222

5

5

4

4

2

2

5

5

4

4

2

2

}{}{][, Fak

V
U
V
U
V
U

v
u
v
u
v
u

yyyyyy
yyyyyy
yyyyyy
yyyyyy
yyyyyy
yyyyyy

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡



⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0

0
0

0
0

000000000000
000000000000
000000
000000
000000
000000
000000000000
000000000000
000000
000000
000000000000
000000000000

5

5

4

4

2

2

6

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1

V
U
V
U

V
U

v
u
v
u
v
u
v
u
v
u
v
u

yyyyyy
yyyyyy
yyyyyy
yyyyyy

yyyyyy
yyyyyy

22 }ˆ{}{][ FaK =



421

421

}ˆ{....}ˆ{}ˆ{}{

][....][][][

FFFF

KKKK

+++=

+++=

总刚和总荷载总刚和总荷载::

最后的有限元方程最后的有限元方程::
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总刚的性质总刚的性质::

1.1.对称性对称性

2.2.稀疏性稀疏性
与结点编号有关与结点编号有关

3.3.带状性带状性

4. 4. 主元大于主元大于00
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4.7  4.7  边界条件的引入边界条件的引入

受约束的自由度对应的主元受约束的自由度对应的主元=1,=1,
该行和列的其他元素该行和列的其他元素=0.=0.

1. 1. 总刚的修改总刚的修改::

2. 2. 荷载列阵的修改荷载列阵的修改::

受约束自由度的荷载项受约束自由度的荷载项=0=0
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作业：作业：
计算总体刚度阵计算总体刚度阵
P167P167
77--5,5,
求解位移求解位移
77--44



补充作业补充作业11：：

1.  1.  对下列有限元划分，进行合理的最佳对下列有限元划分，进行合理的最佳

节点编号和单元编号节点编号和单元编号



补充作业补充作业22：：

2.  2.  对下列有限元划分，进行合理的最佳对下列有限元划分，进行合理的最佳

节点编号和单元编号节点编号和单元编号


