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二、弹性力学基础

第二章 基本概念与假设

第三章 平面问题的基本理论

Foundation of Elasticity TheoryFoundation of Elasticity Theory
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第第22章章 基本概念与假设

弹性力弹性力
学：学：

研究在外界因素（力、研究在外界因素（力、
热）作用下弹性体的应热）作用下弹性体的应
力，应变和位移。力，应变和位移。



§§ 2.1  2.1  基本概念基本概念

外力，应力，形变，位移外力，应力，形变，位移

1.1.外力外力 External ForceExternal Force

如重力如重力,,惯性力惯性力,,用用 FxFx, , Fy,Fz(x,y,zFy,Fz(x,y,z))表表
示示,,沿坐标方向为正沿坐标方向为正,,因次因次:[:[力力]]••[[长度长度]]--33

体积体积
力力：：

Body ForceBody Force

液体压力液体压力,,接触力接触力,,用用Tx,Ty,Tz(x,y,zTx,Ty,Tz(x,y,z))表表
示示,,沿坐标方向为正沿坐标方向为正,,因因:[:[力力]]••[[长度长度]]--22

表面表面
力力：：

Surface ForceSurface Force



正应力正应力σσ：：σσxx ,,σσy,y,σσzz

剪应力剪应力ττ：：ττx,x,ττy,y,ττzz（材（材

力）力）

2.2.应力应力

StressStress

ττi ji j:  i:  i表示作用面的法线表示作用面的法线

jj表示力的方向表示力的方向
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σσ的正的正..负号定义与材料力学一致负号定义与材料力学一致,  ,  ττ则不同则不同

(1)(1)应力所在面的外法线与坐标轴的正方向一致应力所在面的外法线与坐标轴的正方向一致

时，时，

该面为正面，反之为负面。该面为正面，反之为负面。
(2)(2)正面上应力的方向与坐标轴的正方向一致时，正面上应力的方向与坐标轴的正方向一致时，

应力为正，反之为负。应力为正，反之为负。

(3)(3)负面上应力的方向与坐标轴的负方向一致时，负面上应力的方向与坐标轴的负方向一致时，

应力为正，反之为负。应力为正，反之为负。
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3.3.应变应变

正应变正应变εε::εεxx,,εεyy,,εεzz 伸长为正伸长为正

剪应变剪应变γγ::γγxy,xy,γγxzxz,,γγyzyz以直角变小为正以直角变小为正

（无因（无因
次）次）

StrainStrain

4.4.位位
移移：：

用用u,v,wu,v,w表示表示,,沿坐标正向为正沿坐标正向为正,,反向为反向为

负。负。

DisplacementDisplacement



§§2. 2 2. 2 基本假基本假

定定：：

符合以上四个假定的物体都称为理想弹性体符合以上四个假定的物体都称为理想弹性体

整个物体被介质填满，整个物体被介质填满，——σσ,,εε,,μμ==
f(x,y,zf(x,y,z))可求导，可求导，ff´́,f,f ″″存在。存在。

⑴连续体假⑴连续体假
定：定：ContinuousContinuous

整个物体由同一材料组成，物体中整个物体由同一材料组成，物体中
各处有相同的弹性各处有相同的弹性

⑵均匀性假定：⑵均匀性假定：
HomogeneousHomogeneous

服从服从HOOKEHOOKE’’S  LAW, S  LAW, σσ∝∝εε⑶完全弹性：⑶完全弹性：
Perfectly Perfectly 
elasticelastic

物体内一点的弹性在各个方向都相物体内一点的弹性在各个方向都相
同。只有两个独立常数同。只有两个独立常数E, E, μμ (G).(G).

⑷各向同⑷各向同
性：性：IsotropicIsotropic



a.  a.  平衡方程可在变形之前的状态上平衡方程可在变形之前的状态上
建立建立..

b.  b.  所有的代数方程和微分方程都可所有的代数方程和微分方程都可
简化为线性方程简化为线性方程

c. c. 叠加原理可用叠加原理可用

(5)(5)小变形假定小变形假定 Small  DeformationSmall  Deformation

应变与转角都远小于应变与转角都远小于11



弹力问弹力问

题题：：

平面问题平面问题

空间问题空间问题

平面应力平面应力

平面应变平面应变

平面问题基本方平面问题基本方
程定解问题程定解问题

⑴⑴ 平衡平衡((运动运动))方程方程 (2(2个个))

⑵⑵ 几何方程几何方程 (3(3个个))

⑶⑶ 本构方程本构方程 (3(3个个))

++边界条件边界条件



第第33章章
平面问题的基本理论平面问题的基本理论

(Theory of Elasticity for Plane Problems)(Theory of Elasticity for Plane Problems)



主要内主要内
容容：：

4.4.求解方法求解方法,,

按位移和按应力求解平面问题按位移和按应力求解平面问题

1. 1. 建立平面应力和平面应变问题的概念建立平面应力和平面应变问题的概念;;

2. 2. 建立平衡微分方程，几何方程，物理建立平衡微分方程，几何方程，物理

方程，边界条件；方程，边界条件；

3. 3. 圣维南原理圣维南原理;;



§§3.13.1平面应力与平面应变问题平面应力与平面应变问题

(Plane Stress and Plane Strain Problems)(Plane Stress and Plane Strain Problems)

1.1.平面应平面应

力：力：

取中面为取中面为xyxy面，面，

在在z=z=±±t/2t/2处处, , 横力横力T=0T=0

oo oo ZZ

     0τ σ
222
=== ±=±=±= ttt zzyzzxzz τ

板等厚度且很薄，外板等厚度且很薄，外力平力平
行于板面行于板面,,不沿厚度变化不沿厚度变化

受力体的几何形状和外力在一个方向上保受力体的几何形状和外力在一个方向上保
持不变持不变------平面问题平面问题



σσzz==ττzxzx==ττzyzy=0=0

同理：同理：εε,,γγ, u,  v,  w , u,  v,  w 不沿厚度变化不沿厚度变化

γγzxzx==γγzyzy=0=0

εεxx, , εεyy,, γγxyxy, u ,v=?, u ,v=?

εεzz ≠≠ 00 ,   ,   ww≠≠0 0 可求可求..

由于连续性由于连续性
oo

yy

xx oo ZZ

yy



2.2.平面应变平面应变 ((平面位移平面位移))

w=0w=0

εεzz=0,=0,ττzyzy==ττzxzx=0=0

oo

yy

xx

γγzyzy==γγzxzx=0=0

由于对称性由于对称性

沿一方向的尺寸很长沿一方向的尺寸很长,,外力平外力平

行于截面且不沿长度变化行于截面且不沿长度变化



从三方面来分析：从三方面来分析：

静力学静力学——研究物体内的平衡条件以及研究物体内的平衡条件以及

静力边界条件静力边界条件

几何学几何学——位移和应变的关系位移和应变的关系

物理学物理学——应力与应变的关系应力与应变的关系



§§ 3.2    3.2    平衡微分方程平衡微分方程

((Differential Equations of Equilibrium)Differential Equations of Equilibrium)
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§§3.3  3.3  一点的应力状态一点的应力状态

(1)      mlml nnxyx τστσ −=+

αsinταcosσ dsds xyx +

ατασ sincos dsds nn −=

ασατ sin cos dsds yxy +

αcosταsinσ dsds nn +=

(2)   lmml nnyxy τσστ +=+

Yσ
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§§3.4 3.4 几何方程几何方程
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xvvyuu ωω +=−= 00   ,  

已知已知u,vu,v ,,ε, xyyx γε

如如

0ε === xyyx γε

为刚体位移为刚体位移ω,  , 00 vu
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几何方几何方
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变形协调方程或相容方程变形协调方程或相容方程

(Compatibility Equation)(Compatibility Equation)
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§§3.53.5本构方程，物理方程本构方程，物理方程
应力应力----应变关系，应变关系，HOOKHOOK’’SS定理定理
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对平面应力问题对平面应力问题
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平面应变问题平面应变问题
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§§3.6 3.6 边界条件，圣维南原理边界条件，圣维南原理
（（Boundary Conditions,Boundary Conditions,

SaintSaint--VenantVenant’’ss Principle Principle --1855)1855)

位移边界条件，位移边界条件，应力边界条件应力边界条件，混合边界条件，混合边界条件

11。位移边界条件。位移边界条件

),(   ,   ),(   yxvvyxuu ss ==



2.2.应力边界条件应力边界条件
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3.3.混合边界条件混合边界条件

应力边界应力边界 AB: AB: 
0)(    ,)( =−= sxysy τqσ

位移边界位移边界 CD:CD: 0)()( == ss vu

应力应力--位移边界位移边界 BC:BC: 0)(   ,0)( == sxysu τ

弹性力学问题在数学上常被称为边界问题弹性力学问题在数学上常被称为边界问题

yy
xx

AA BB

CCDD

qq



圣维南原圣维南原
理：理：

静力等效：主矢量相同，对同一点静力等效：主矢量相同，对同一点

的主矩也相同的主矩也相同

两组静力等效，但分布不同的外力两组静力等效，但分布不同的外力

引起的应力场，仅在外力作用的附近引起的应力场，仅在外力作用的附近
有明显的不同，远处的应力场没有差别有明显的不同，远处的应力场没有差别



弹性力学问题的求解弹性力学问题的求解

经典理论：凑合解法经典理论：凑合解法
现代理论：数值求解现代理论：数值求解

（有限元法）（有限元法）

平衡方程平衡方程22个个
几何方程几何方程33个个
物理方程物理方程33个个

应力分量：应力分量：33个个
应变分量：应变分量：33个个
位移分量：位移分量：22个个



虚功原理虚功原理:  :  在某一状态在某一状态{F}, {F}, 应力应力{{σσ}}下，下，
设有虚位移设有虚位移{a*}{a*}，对应的应变为，对应的应变为{{εε*}*}，则：，则：

∫∫∫∫∫∫ ∗∗ =
Ve

T

Ve

T dVdVaF }{}{}{}{ σε

§§3.6 3.6 虚功原理虚功原理

ei WW =
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